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This dissertation mainly considers the relationship between generalized convexity
of lower semicontinuous functions and generalized monotonicity of their subdifferen-
tials. In particular, we characterize the quasi-convexity of a lower semicontinuous
function respectively by its Fréchet ε-subdifferential, KM ε-subdifferential and KM
subdifferential, and then prove the equivalence between the quasi-convexity of a lower
semicontinuous function and the quasi-monotonicity of its subdifferentials. We also
derive the relation between quasi-convexity and pseudo-convexity, and the relation
between the pseudo-convexity of a function and the pseudo-monotonicity of its Fréchet
ε-subdifferential.































































































我们采用标准的记法。X总表示实Banach空间，其上赋予的范数记为‖ · ‖，xk →
x表示序列{xk}在范数拓扑意义下收敛到 x。X∗是X的对偶空间，其上赋予弱星拓
扑w∗，x∗k
w∗−→ x∗表示序列{x∗k}在弱星拓扑意义下收敛到 x∗。〈·, ·〉表示(X,X∗)上的自然
对偶。B(X)和B(X∗)分别表示X和X∗中的闭单位球。对于X中的一个非空子集Ω，Ω表
示Ω的闭包，u
Ω−→ x表示u → x且u ∈ Ω。对于x, y ∈ X，记[x, y] , {z ∈ X : z =
(1−t)x+ty, t ∈ [0, 1]}，(x, y] , [x, y]\{x}，[x, y) , [x, y]\{y}和(x, y) , [x, y]\{x, y}。
对于定义在X上的广义实值函数f : X −→ R ∪ {+∞}，记f的定义域 domf ,
{x ∈ X : f(x) < +∞}，f的上方图 epif , {(x, r) ∈ X × R : f(x) ≤ r}。此
时，lim inf f(x)和 lim sup f(x)分别表示经典意义下函数f的下极限和上极限。u
f−→ x表
示u → x且f(u) → f(x)。
定义 2.1： X是Banach空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值函数。




(2)称f是凸函数，如果∀x, y ∈ domf下式成立：
f((1− t)x + ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y), ∀t ∈ [0, 1]
(3)称f是拟凸函数，如果∀x, y ∈ domf下式成立：
f((1− t)x + ty) ≤ max{f(x), f(y)}, ∀t ∈ [0, 1]






Φ(u) = {x∗ ∈ X∗ :存在序列 xk → x和序列 x∗k w
∗−→ x∗满足
x∗k ∈ Φ(xk),∀k = 1, 2, ...}。















(1)单调的，如果∀x, y ∈ X和∀x∗ ∈ Φ(x), y∗ ∈ Φ(y)，下式成立：
〈x∗ − y∗, x− y〉 ≥ 0。
(2)拟单调的，如果∀x, y ∈ X下述成立：
若∃ x∗ ∈ Φ(x)满足〈x∗, y − x〉 > 0, 则必有〈y∗, y − x〉 ≥ 0, ∀y∗ ∈ Φ(y)。
注释 2.1：显然，凸函数都是拟凸的，单调的集值映射都是拟单调的。
根 据 [22]， 我 们 先 给 出Banach空 间 中 任 一 集 合 在 一 个 点 处 的Kruger-
Mordukhovich法锥的定义。
定义 2.3： Ω是Banach空间X中的非空集，ε ≥ 0。
(1) x ∈ Ω，非空集
NFε (x;Ω) , {x ∗ ∈ X ∗ : lim sup
u
Ω−→x
〈x ∗, u − x 〉
‖u − x‖ ≤ ε}
称为Ω在x处的Fréchet ε-法向量集。特别地当ε = 0时称为Ω在x处的Fréchet法锥，记
作NF (x;Ω)。若x /∈ Ω，则定义NFε (x;Ω) = ∅，∀ε ≥ 0。
(2) x ∈ Ω，非空集




, {x∗ ∈ X∗ :存在序列 εk ↓ 0, xk → x和 x∗k w
∗−→ x∗满足
x∗k ∈ NFεk(xk;Ω),∀k = 1, 2, ...}
称 为Ω在x处 的Kruger-Mordukhovich法 锥， 简 称KM法 锥。 若x /∈ Ω， 则 定
义NKM(x;Ω) = ∅，∀ε ≥ 0。
有了Kruger-Mordukhovich法锥的概念，就可以进一步给出Banach空间上广义实
值函数在某一点处的Kruger-Mordukhovich次微分的定义。
定义 2.4： X是Banach空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值函
数，x ∈domf，ε ≥ 0。

















(2)若f在x处下半连续，则∂Fε f(x) , {x∗ ∈ X| lim inf
v→0
f(x + v)− f(x)− 〈x∗, v〉
‖v‖ ≥
−ε}称为f在x处的Fréchet ε-次微分。特别地当ε = 0时称为f在x处的Fréchet次微分，记
作∂F f(x)。若x /∈ domf，则定义∂Fε f(x) = ∅，∀ε ≥ 0。






定理 2.1： X是Banach空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值函数。
(1)若f在点x ∈ domf处下半连续，则




, {x∗ ∈ X∗ :存在序列 εk ↓ 0, xk f−→ x和 x∗k w
∗−→ x∗满足
x∗k ∈ ∂Fεkf(xk),∀k = 1, 2, ...}。
(2)若X是Asplund空间，f在点x ∈ domf处下半连续，则




注释 2.3：若X是Hilbert空间，f在点x ∈ domf处下半连续，则∂KMf(x) = ∂Lf(x) [20]。
其中∂Lf(x)表示f在x处的极限逼近次微分，相关的定义及性质参见 [4,13]。
最后给出Kruger-Mordukhovich ε-次微分的定义。
定义 2.6： X是Banach空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值函
数，x ∈domf，ε ≥ 0。集合




称为f在x处的Kruger-Mordukhovich ε-次微分，简称KM ε-次微分。若x /∈ domf，则定















注释 2.4：由定理 1的(2)可知，若X是Asplund空间且f在点x ∈ domf处下半连续，
则∂KM0 f(x) = ∂
KMf(x)。
KM ε-次微分的定义最早在 [24]中被引入用以研究广义实值函数的ε-凸性和其次微
分算子的ε-单调性之间的关系。后来在 [25]中Van Ngai等人给出了一些KM ε-次微分的
运算法则，并将其应用到最优化控制问题上。
对于上述提到的次微分，容易证明有如下包含关系：
命题 2.1： X是Banach空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值函
数，x ∈domf。则∀ε > 0有
∂Fε f(x) ⊂ ∂KMε f(x), ∂KMf(x) ⊂ ∂KMε f(x)
证明： ∀x∗ ∈ ∂Fε f(x)，取xk ≡ x，x∗k ≡ x∗ ∈ ∂Fε f(xk)，∀k。则由定义显然有x∗ ∈
∂KMε f(x)，因此∂
F
ε f(x) ⊂ ∂KMε f(x) ;
∀x∗ ∈ ∂KMf(x)，根据定义存在序列 εk ↓ 0, xk → x和 x∗k w
∗−→ x∗满足x∗k ∈
∂Fεkf(xk)，∀k。则∀ε > 0，当k充分大时总有εk < ε，此时有x∗k ∈ ∂Fεkf(xk) ⊂ ∂Fε f(xk)。再
由∂KMε f(x)定义即知x




定理 2.2： X是Asplund空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值函数。
若f在点x ∈ domf处下半连续，则
∂KMε f(x) = ∂






















定义 3.1： X是Banach空间，f : X → R∪{+∞}是定义在X上的广义实值下半连续函
数，称∂f是f的预次微分算子，若其满足下列五条：
(1) ∂f(x) ⊂ X∗，并且若x /∈ domf，则∂f(x) = ∅ ；
(2) 若f与g在x的某个邻域内相等，则∂f(x) = ∂g(x) ；
(3) 若f是凸函数，则∂f(x) = {x∗ ∈ X∗|〈x∗, y − x〉 ≤ f(y)− f(x),∀y ∈ X} ；
(4) 若x是f的局部最小值（即在x的某个邻域内，f在x达最小值），则0 ∈ ∂f(x) ；
(5) 对于任意定义在X上的实值连续凸函数g，下式成立：





定理 3.1： X是Banach空间，f : X → R ∪ {+∞}是定义在X上的广义实值下半连
续函数，∂f是f的预次微分算子。则∀a, b ∈ domf且a 6= b，存在c ∈ [a, b)以及序
列{xk} ⊂ dom∂f和{x∗k} ⊂ X∗满足xk
f−→ c和x∗k ∈ ∂f(xk)，使得下述三条成立：





‖b− a‖(f(b)− f(a)) ≤ lim infk→+∞ 〈x
∗
k, b− xk〉；

















引理 3.1： X是Banach空间，f : X → R∪{+∞}是定义在X上的广义实值下半连续函
数，∂f是f的预次微分算子。则∀a ∈ domf与b ∈ X满足f(a) < f(b)，存在c ∈ [a, b)以及
序列{xk} ⊂ dom∂f和{x∗k} ⊂ X∗满足xk
f−→ c和x∗k ∈ ∂f(xk)，使得：
〈x∗k, x− xk〉 > 0, ∀k
对所有的x = b + t(b− a), t ≥ 0成立。






f(x), x 6= b
s, x = b
则g的水平集{x ∈ X : g(x) ≤ r} = {x ∈ X : f(x) ≤ r} ∪ {b}，∀r ∈ R。因此由f的
下半连续性马上得到g也是下半连续的，并且有a, b ∈ domg满足g(a) < g(b)。再由
定义3.1的(2)知∂f(x) = ∂g(x)，∀x 6= b。对g使用定理3.1，则存在c ∈ [a, b)以及序
列{xk} ⊂ dom∂g和{x∗k} ⊂ X∗满足xk
g−→ c和x∗k ∈ ∂g(xk)，使得
lim inf
k→+∞
〈x∗k, b− xk〉 > 0 并且 lim inf
k→+∞
〈x∗k, b− a〉 > 0
因此当k充分大时，∀x = b + t(b− a), t ≥ 0有
〈x∗k, x− xk〉 = 〈x∗k, b− xk〉+ t〈x∗k, b− a〉 > 0








命题 3.2： X是Banach空间，x ∈ X且x∗ ∈ X∗。X中的序列{xk}和X∗中的序列{x∗k}分
别满足xk → x以及x∗k w
∗−→ x∗，则 lim
k→∞



















|〈x∗k, xk〉 − 〈x∗, x〉| ≤ |〈x∗k, xk〉 − 〈x∗k, x〉|+ |〈x∗k, x〉 − 〈x∗, x〉|
≤ M‖xk − x‖+ |〈x∗k, x〉 − 〈x∗, x〉|
由xk → x以及x∗k w
∗−→ x∗知当k → ∞时上述不等式右端趋于0，这就证明
了 lim
k→∞
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